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Динамик системалар - бу ҳақиқий объектлар, жараёнлар ёки 
ҳодисаларнинг математик модели бўлиб, маълум бир ҳолати тасвирланган 
система сифатида ифодаланиши мумкин. Динамик система жараённинг ҳатти - 
ҳаракатини бир ҳолатдан иккинчисига ўтиш кетма -кетлигини тасвирлайди. Ёки 
бошқача айтганда, динамик система – бу ҳақиқий жараён (физик, биологик, 
иқтисодий ва бошқалар) эволюциясининг математик модели бўлиб, ҳар қандай 
вақтда ҳам ҳолати ўзининг дастлабки ҳолати билан аниқланади. Бу система 
ҳақида тасаввурлар ҳатти - ҳаракатлари динамиканинг қонунлари билан 
тавсифланадиган механик система моҳиятини умумлаштирилиши сифатида 
пайдо бўлди. Замонавий фанда динамик система тушунчаси деярли ҳар қандай 
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табиатдаги системаларни - физик, кимёвий, биологик, иқтисодий, ижтимоий ва 
бошқаларни ўз ичига олади.  
Динамик системалар назариясининг асосчилари бўлиб - A.Пуанкаре ва 
A.М.Ляпуновлар ҳисобланади. Улар XIX асрнинг охирлари XX асрнинг 
бошларида осмон механикаси, айланувчи суюқликларнинг турғунлиги шакли 
назарияси ва шу каби масалаларни ўрганиш жараёнида оддий дифференциал 
тенгламалар системасининг ечимини топишга ҳаракат қилишади. Шунда оддий 
дифференциал тенгламалар системаси ечимининг алоҳида берилган бир 
вақтдагисини ўрганишга эмас, балки системанинг (масалан физик жараённи) 
барча (жуда кўп ечимлар) турли хил бошланғич ҳолатига мос келадиган 
ечимларини топишга дуч келишади. 
Ушбу ҳолда 𝑥(𝑡) ни фазода мумкин бўлган барча ҳолатларнинг эгри 
чизиғи сифатида тасаввур қилиш ва эгри чизиқларнинг геометрик хоссасидан 
фойдаланиб, у тўғрисида тўлиқ маълумотга эга бўлиш мумкин. Бу эгри 
чизиқлар фазали траекториялар деб аталади. 
XX асрнинг биринчи чорагига келиб динамик системалар назарияси бошқа 
бир қатор математиклар томонидан ҳам ривожлантирилди. А.А.Андронов аниқ 
мисоллар орқали табиатда ва лабораторияларда чизиқсиз жараёнларнинг 
ўрганишда динамик системалар ролининг самарадорлигини кўрсатиб берган. 
Бу динамик системалар назариясининг ривожланишига катта туртки бўлган. 
Чунки, мавжуд чизиқли математик моделлар ҳақиқий жараёнларни тўлиқ 
ифодалаб бера олмаслиги, бунинг учун чизиқли бўлмаган математик моделлар 
зарурлиги намоён бўла бошлаган. 
А.А.Андронов А.Пуанкаренинг чегаравий цикллари ёрдамида 
автотебранишни тасвирлайди ва фанга янги йўналиш чизиқли бўлмаган 
динамика назарияси сиртини (контури) чизиб берган. 
Л.С.Понтрягин билан ҳамкорликда параметрларнинг кичик ўзгаришларига 
таъсирчан бўлмаган «қўпол» система (понятие грубой системы) тушунчасини 
киритган. Бу система параметрларни кичик ўзгаришларида ўзининг хоссасини 
кескин ўзгартирмайди, яъни унинг ҳолати параметрларни ўзгаришидан олдин 
ва кейин ҳам топологик эквивлентлигича қолади. «Қўпол» системалар барча 
динамик системалар функционал фазосинининг очиқ соҳаларини тўлдиради. Бу 
соҳалардан ташқарида, жумладан уларнинг чегарасида «қўпол» системалар 
ётади. Чегаралардан ўтиш бифуркация – динамик системаларнинг шакли 
алмашиши ҳолати билан кузатилади.  
Параметрнинг бошланғич қийматларида динамик системаларнинг шакли 
ва барча бифуркацияларини билган ҳолда параметрнинг чекли қийматларида 
параметрга боғлиқ динамик системалар оиласининг шаклини олдиндан айтиб 
бериш мумкин.  
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ХХ асрнинг иккинчи ярмида Д.В.Аносов, В.И.Арнольд, Р.Боуэн, Р.Мане, 
Я.Г.Синай, С.Смейл, С.Хаяси, Л.П.Шильников ва бошқалар А.А.Андронов 
назариясини ривожлантириб, чуқур ва изчил динамик ситемалар назариясини 
яратишди. Бу назария ёрдамида ҳақиқий системалар моделларини кенг 
қамровли ўрганиш ва аниқ тасаввурларга эга бўлиш мумкин. 
Динамик системанинг барча жоиз ҳолатлари унинг фазали фазосини 
ташкил қилади. Шундай қилиб, система ўзининг дастлабки ҳолати ва 
ҳаракатлар қонуни билан бир ҳолатдан бошқасига ўтадиган қонун билан 
тавсифланади. Шунингдек, динамик системани ҳолат ҳақида маълумотга эга 
система деб ҳам қараш мумкин.  
Динамик системаларнинг энг муҳим хусусияти уларнинг барқарорлигидир. 
Яъни, маълум бир вақт давомида кичик ва хилма - хил ташқи таъсирлар ва ички 
тойилишларда (возмущение) ўзининг таянч шакли ва асосий бажарадиган 
функцияларини сақлаб қолишидир. 
Барқарорлик - ташқи таъсирлар натижасида емас, балки системаларнинг 
ички хусусияти ҳисобланади. Ушбу системаларнинг ривожланиши ҳақидаги 
тасаввурлар системали ташкилий структурадаги шундай ўзгаришларни акс 
эттирадики, улар системанининг асосий функциялари самарали амалга 
оширишга олиб келади.  
Динамик системалар умумий назариясининг бир тармоғи сифатида 
қараладиган ҳалокатлар назариясида (теория катастроф) системаларнинг сифат 
жиҳатдан қайта тузилиши таҳлил қилинади. 
Динамик системалар ҳақидаги тасаввурларнинг ривожланиши мураккаб 
системаларни ўрганиш билан боғлиқ. Бунда системаларнинг ички хоссалари 
динамикасини ўрганиш алоҳида ўрин эгаллайди. Механик системалар ҳолатида 
ички омилларнинг ҳаракати инерция кучларига келтирилади. Системалар 
мураккаблашганда, ички омилларнинг аҳамиятлилиги ошади. Системаларнинг 
ички фаоллик манбалари ва уларнинг мақсадли ишлаши ва ҳолатини ўрганиш 
муаммолари биринчи ўринга чиқади. 
Динамик системалар ўрганилаётган жараёндан келиб чиқиб, дискрет 
вақтли ва узлуксиз вақтли системаларга ажратилади. Анъанавий равишда 
каскадлар деб аталадиган дискретли вақтли системаларда системанинг ҳатти-
ҳаракатлари (фазали фазодаги системанинг траекторияси) ҳолатлар кетма-
кетлиги билан тавсифланади.  
𝑋 ихтиёрий тўплам ва 𝑓 бу − 𝑋 ни ўзини-ўзига акслантиш (𝑓: 𝑋 → 𝑋) 
бўлсин. Ушбу акслантиришнинг фазали фазони нуқталарига бир неча марта 
қўлланилган итерациясини қараймиз. Бу 𝑋 − фазали фазода 𝑇 = 𝑁 вақтларда 
динамик системани ифодалайди. Ҳақиқатан ҳам, ∀𝑥0 ∈ 𝑋 нуқта 𝑥1 = 𝑓(𝑥0) ∈ 𝑋. 
Ўз навбатида 𝑥2 = 𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑓(𝑥0)) ∈ 𝑋 бўлади ҳамда ва ҳоказо давом этади. 
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Анъанавий равишда оқим (поток) деб аталадиган узлуксиз вақтли динамик 
системаларда системанинг ҳолати вақтнинг ҳар бир лаҳзаси учун ҳақиқий ёки 
комплекс сонлар ўқида аниқланади. Каскадлар ва оқимлар рамзий ва топологик 
динамикаларда кўриб чиқиладиган асосий мавзу ҳисобланади.  
𝑋 фазали фазо кўп ўлчамли фазо ёки кўп ўлчамли фазодаги бирор соҳа 
бўлсин, вақт эса улуксиз ҳисобланади. 𝑋 фазали фазонинг ҳар бир 𝑥 нуқтаси 
𝑣(𝑥) тезлик тезлик билан ҳаракатланиши маълум бўлсин. У ҳолда 𝑥0 ∈ 𝑋 
нуқтанинг траекторияси автоном дифференциал тенглама 
𝑑𝑥
𝑑𝑡
= 𝑣(𝑥) нинг 
𝑥(0) = 𝑥0 бошланғич шартни қаноатлантирувчи ечими бўлади. Ушбу 
кўринишда берилган динамик система автоном дифференциал тенглама учун 
фазали оқим (фазовый поток) дейилади. 
Динамик система (узлуксиз вақтли) кўпинча маълум бир соҳада 
аниқланган, мавжудлик ва ягоналик теоремасининг шартларини 
қаноатлантирадиган автоном дифференциал тенгламалар системаси орқали 
ифодаланади. Динамик системанинг мувозанат ҳолати дифференциал 
тенгламанинг критик (сингуляр, қўзғалмас) нуқталарига, ёпиқ фазали эгри 
чизиқлари эса унинг даврий ечимларига тўғри келади. 
Динамик системаларнинг қайси усулда берилишига қарамай, узлуксиз ва 
дискрет вақтга эга бўлган системалар ўртасида қуйидагича алоқа мавжуд: бу 
синфларнинг кўплаб хусусиятлари умумий ёки бир-бирига осонликча 
ўтказилади. Унинг қуйидагича схематик кўринишга эга: 
ДИНАМИК СИСТЕМА 
     
«Ҳолат» - берилган вақтда 
системанинг характерловчи 
қийматлар тўплами 
 «Эволюцион оператор» - 
системанинг ҳолатини ўзгаришини 
ифодалайди 
Динамик тизимларнинг таснифини келтирамиз. 
Оператор кўриниши:  
- чизиқли 𝜑𝑡[𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡)] = 𝜑𝑡[𝑥(𝑡)] + 𝜑𝑡[𝑦(𝑡)]; 
- ночизиқли; 
Система: 
- узлуксиз вақтли (оқимлар); 
- дискрет вақтли (каскадлар). 
Тебранишга оид системалар: 
- чизиқли ва ночизиқли; 
- тўпланган ва тақсимланган; 
- автоном ва автоном бўлмаган; 
- автотебрантирувчи. 
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Консерватив (гамильтоновы) ва консерватив бўлмаган. 
Юқорида айтиб ўтилганидек, динамик системани таҳлил қилишнинг 
асосий вазифаларидан бири бу система ҳолатининг эволюциясини ўрганишдир. 
Одатда система ҳолати баъзи қонунлар билан берилади. Эволюцияни 
ўрганишда системанинг мувозанат (қўзғалмас) нуқталари топиш ва унинг 
фазали портретини чизиш муҳим роль ўйнади. Ушбу аниқланган маълумотлар 
орқали динамик системанинг келажакда ўзининг қандай тутиши, хусусан 
эволюцияси ҳақида хулоса чиқариш мумкин. Шу муносабат билан берилган 
айрим динамик системаларнинг мувозанат нуқталари топиш ва фазали 
портретларини чизиш масаласини кўриб чиқамиз. 










Иккита автоном оддий дифференциал тенгламалар системасининг ечими 
шу функцияни қаноатлантирувчи ихтиёрий функция бўлиши мумкин. 
Ўзгарувчиларнинг турли бошланғич қийматларида фазали траекторияларнинг 
бирлашмаси фазали портретни ҳосил қилади. 
Фазали портретни қуриш – бу тенгламалар системасининг аналитик 
ечимини билмай туриб, 𝑥 ва 𝑦 ўзгарувчиларнинг ўзгариш харакатери ҳақида 
маълумотларни беради. (1) тенгламалар системасидаги иккинчи тенгламани 







Бундан кўриниб турибдики, 
𝑑𝑦
𝑑𝑥
 векторнинг (𝑥, 𝑦) нуқтадаги йўналиши 
𝑃(𝑥, 𝑦), 𝑄(𝑥, 𝑦) ларнинг ишорасига боғлиб бўлиб, қуйидаги жадвал кўринишида 
берилиши мумкин: 
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бу ерда ∆𝑥, ∆𝑦 лар вақтнинг ∆𝑡 орттирмасига мос келувчи функцияларнинг 
орттирмаси. 
Маълумки, чизиқсиз автоном дифференциал тенгламалар системасини, 
унинг қўзғалмас нуқталари (қўзғалмас нуқтани топиш масаласи қуйида 
келтирилган) атрофида чизиқлаштириш ёрдамида чизиқли автоном 
дифференциал тенгламалар системасига келтирилиб, хусусияти ўрганилади. 
Ушбуни инобатга олиб, умумийликка зид келтирмаган ҳолда чизиқли автоном 
дифференциал тенгламалар системаларини ўрганиш масаласини кўриб 
чиқамиз.  
Ҳақиқий коеффициентли оддий дифференциал тенгламалар системасини 
қарайлик: 
{
?̇?1 = 𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2,
?̇?2 = 𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2,
  




Бу автоном одиий дифференциал тенгламалар системаси, 𝑋 − 𝑂𝑥1𝑥2 
текислигидаги фазали фазо. Фазали фазодаги фазали траекториянинг эскизи 
ўрганилаётган системанинг фазали портрети дейилади. 
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Система ечимининг кўриниши ва хусусияти 𝐴 матрицанинг хос сонлари 
билан аниқланади, яъни қуйидаги характеристик тенгламанинг илдизлари 
орқали система ҳақида хулоса чиқариш мумкин: 
det(𝐴 − 𝜆𝐸) = |
𝑎11 − 𝜆 𝑎12
𝑎21 𝑎22 − 𝜆
| = 0. 
det(𝐴 − 𝜆𝐸) = 0 характристик тенгламани умумий кўриниши ёзамиз: 
|
𝑎11 − 𝜆 𝑎12
𝑎21 𝑎22 − 𝜆
| = 0 ⟺ 𝜆2 − 𝜆 Sp 𝐴 + det 𝐴 = 0 ⟺ 
⟺ 𝜆1,2 =
Sp 𝐴 ± √(Sp 𝐴)2 − 4 det 𝐴
2
, 
бу ерда Sp 𝐴 = 𝑎11 + 𝑎22. Хос сонларнинг ишорасига қараб ўрганилаётган 
динамик системанинг ҳолати ва келажакда ўзини қандай тутиши мумкинлиги 
тўғрисда хулоса чиқариш мумкин. 
1-мисол: Чизиқли автоном оддий дифференциал тенгламалар 






= 2𝑥 − 2𝑦. 
Ечиш. Мисолни қуйида келтирилган схема орқали ечамиз. 




) , det 𝐴 = |
−1 0
2 −2
| = −2 ≠ 0. 
det 𝐴 ≠ 0 бўлганидан, берилган система 𝑋 = 0 нуқтада ягона мувозанат 
ҳолатига (қўзғалмас нуқтага) эга бўлади. 𝐴 матрицанинг хос қийматларини 
топамиз: 
det(𝐴 − 𝜆𝐼) = 0 ⟹ |
−1 − 𝜆 0
2 −2 − 𝜆
| = 0 ⟹ (𝜆 + 1)(𝜆 + 2) = 0 ⟹ 
⟹ 𝜆1 = −1, 𝜆2 = −2. 
2. Иккала хос қийматлар ҳақиқий ва манфий, шунинг учун 𝑋 = 0 
мувозанат нуқта турғун тугунни акс эттиради. 
3. Тенгламанинг асосий изоклинасини, яъни, фазали траекторияларга 
уринма бўладиган тўғри чизиқларни топамиз. Вертикал изоклина тенгламаси 
қуйидаги кўринишда бўлади: 
𝑑𝑥
𝑑𝑡
= −𝑥 = 0 ёки 𝑥 = 0. 
Горизонтал изоклина тенгламаси қуйидагича ёзилади: 
𝑑𝑦
𝑑𝑥
= 2𝑥 − 2𝑦 = 0 ёки 𝑦 = 𝑥. 
4. Асимптота тенгламасини топамиз. Буни 𝐴 матрицанинг 𝑉1, 𝑉2 хос 
векторларини ҳисоблаб, амалга оширамиз: 
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а) (𝐴 − 𝜆1𝐼)𝑉1 = 0 ⟹ (
−1 + 1 0











) = 0 ⟹ 2𝑉11 − 𝑉21 = 0 ⟹ 







б) (𝐴 − 𝜆2𝐼)𝑉2 = 0 ⟹ (
−1 + 2 0











) = 0 ⟹ {
1 ∙ 𝑉12 + 0 ∙ 𝑉22 = 0
2 ∙ 𝑉12 + 0 ∙ 𝑉22 = 0
⟹ 







5. Текисликда 𝑉1, 𝑉2 хос векторларни ва 𝑦 = 𝑥 горизонтал изоклинани 
тасвирлаймиз ҳамда системанинг схематик фазали портретини чизамиз 
(қуйидаги расмга қаранг). Фазали траектория 𝑉1 вектор бўйлаб йўналган тўғри 
чизиққа уриниб, нолга яқинлашади, чунки бу векторга энг кичик модуль бўйича 
|𝜆1| = 1 хос қиймат тўғри келган. Демак, фазали портретнинг кўриниши 
қуйидагича бўлади: 
 
2-мисол. Қуйидаги динамик системани фазали портретини чизинг:  
{
?̇? = 2𝑥 + 𝑦,
?̇? = 3𝑥 + 𝑦.
 
Характеристик тенгламани тузиш учун 𝑥 = 𝛾1𝑒
𝛾𝑡 , 𝑦 = 𝛾2𝑒
𝛾𝑡 ларни 
берилган тенгламалар системасига қўямиз: 
{
(2 − 𝜆)𝛾1 + 𝛾2 = 0,
3𝛾1 + (4 − 𝜆)𝛾2 = 0.
 
 det(𝐴 − 𝜆𝐸) = 0 дан  
|
2 − 𝜆 1
3 4 − 𝜆
| = 0 ⇒  𝜆2 − 6𝜆 + 5 = 0 ⇒  𝜆1 = 1, 𝜆2 = 5  
эканлигини топамиз. 
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Биринчи хос сон, яъни 𝜆1 = 1 бўлган ҳол учун тегишли ҳисобларни амалга 
оширамиз: 
{
𝛾1 + 𝛾2 = 0,
3𝛾1 + 3𝛾2 = 0 .
 
Демак, 𝛾1 = −𝛾2. Хусусий ҳолда, 𝛾1 = 1 деб олиб, 𝛾2 = −1 эканлиги 
топамиз. Шунингдек, 𝜆1 = 5 ҳол учун 𝛾1 = −1,  𝛾2 = 1 бўлади. Ечимнинг 
умумий кўриниши қуйидагича: 
{
𝑥(𝑡) = 𝑐1 𝑥11 + 𝑐2 𝑥21 = 𝑐1𝑒
𝑡 + 𝑐2𝑒
5𝑡 ,




Изланаётган тенгламага 𝜉 = 2𝑥 + 𝑦 ва 𝜂 = 3𝑥 + 𝑦 алмаштиришлар 
бажариб фазали портретни (система каноник кўринишга келади ва фазали 
портретни қуриш бир мунча осон бўлади) қурамиз. 𝜆2 > 𝜆1 > 0 эканлигидан, 
lim
𝑡→+∞
𝑒𝜆1𝑡 = +∞, lim
𝑡→+∞
𝑒𝜆2𝑡 = +∞ бўлади. Фазали портретнинг кўриниши (𝑝∗ да, 
яъни (𝜉, 𝜂) текислигида) қуйидаги кўринишга эга бўлади: 
 
Ҳозирги вақтда динамик системаларнинг амалий аҳамияти кенг кўламли 
эканлиги сабабли, хусусан узлуксиз вақтли динамик системалар бўйича илмий 
изланишлар олиб борилиши долзарб ҳисобланади. Жумладан, сўнги вақтларда 
мазкур йўналишда бир қатор илмий изланишлар [1-13] олиб борилган. 
Ўрганилаётган динамик системалар биологик жараёнларни ифодаловчи 
математик модель бўлиб ҳисобланади ва [14-15] мақолада биологик 
жараёнларни ифодаловчи турли математик моделлар таҳлил қилинган ва 
биология билан боғлиқлиги кўрсатиб ўтилган. 
Бундан ташқари, мазкур илмий ишда қўлланилган математик усуллар, 
хусусан матрицалар назарияси, оддий дифференциал тенгламалар назариясидан 
фойдаланилганлиги ва уни аниқ мисолларда қўллаб кўрсатилганлиги [16-30] 
мақолаларни ўрганиш ва таҳлил қилишда қулайлик туғдиради. 
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